Parameterschatzen in logistischen Wachstumsmodellen

JOACHIM ENGEL, LUDWIGSBURG

Zusammenfassung: Das Anpassen von Kurven an
Streudiagrammdaten verbindet Inhalte aus Analysis
und Stochastik in anwendungsbezogenen Kontexten.
Im Aufsatz werden Methoden vorgestellt, wie mit
Unterstiitzung dynamisch-interaktiver Software die
Parameter in einem logistischen Wachstumsmodell
geschdtzt werden konnen.

1 Einleitung

Fragestellungen aus der Biomathematik erweisen
sich fiir einen anwendungsbezogenen Mathematik-
unterricht als attraktiv (siche z. B. Ableitinger 2008),
weil der Sachkontext oft auch ohne Spezialkennt-
nisse verstiandlich ist und die gesellschaftspolitische
Relevanz von Themen aus den Bereichen Okologie,
Artenschutz oder demographischer Wandel Interesse
wecken kann. Zugleich kann exemplarisch aufzeigt
werden, wie Mathematik zur Losung von authenti-
schen Problemen beitrdgt. Die mathematische Ana-
lyse mag mitunter zu iiberraschenden Resultaten und
zur Aufdeckung komplexer Strukturen (z. B. Rduber-
Beute-Modelle) fithren. Wachstumsprozesse bieten

neben interessanten zu entdeckenden innermathe-
matischen Strukturen besondere Gelegenheiten, den
gesamten Modellierungsprozess einschlielich Mo-
dellbildung und kritischer Evaluation ins Zentrum
der Schiileriiberlegungen zu stellen. Der Modellie-
rungsschritt kann hierbei mit einem Streudiagramm
der Daten beginnen, auf dessen Grundlage geeignete
funktionale Modelle postuliert werden, die freilich
auch vom Sachkontext her einer kritischen Priifung
standhalten miissen. Oft stehen bei der Modellierung
von Wachstumsprozessen am Anfang eher struktur-
orientierte Analysen, z. B. indem auf der Grundlage
theoretischer Uberlegungen Annahmen iiber das lo-
kale Anderungsverhalten eines Systems in Form von
Differenzen- oder Differenzialgleichungen formuliert
werden. Egal ob ein eher datenorientierter oder eher
strukturorientierter Zugang gewéhlt wurde: Hat man
sich auf eine bestimmte Funktionenklasse festgelegt,
so miissen zur weiteren Spezifizierung des Modells
Parameter geschitzt werden. Die Modellierung funk-
tionaler Abhédngigkeiten steht somit im Schnittfeld
zwischen anwendungsbezogener Analysis und Sto-
chastik.
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2 Logistisches Wachstum

Wachstumskurven sind Kurven, die die Anderung
eines Phinomens oder Sachverhalts liber die Zeit
beschreiben. Oft werden Wachstumsvorginge durch
eine Spezifizierung ihres lokalen Anderungsverhal-
tens in Form von Differenzen- oder Differenzialglei-
chungen formuliert. Unter didaktischen Gesichts-
punkten nimmt dabei logistisches Wachstum eine
besondere Rolle ein, weil es einerseits noch relativ
leicht zu charakterisieren und zu motivieren ist, an-
dererseits aber auch hinreichend komplex ist, um
interessante Strukturen (bis hin zum Chaos im Fei-
genbaum-Diagramm) aufzuzeigen. Man unterschei-
det zwischen einer diskreten Version logistischen
Wachstums, bei der der Bevolkerungsstand nur zu
festen (diskreten) Zeittakten erfasst wird und einem
stetigen Wachstumsmodell, bei dem der Umfang der
Bevolkerung als stetige Funktion y(7) der reellen Va-
riable ¢ (der Zeit) angesehen wird.

Diskretes logistisches Wachstum mit Anfangswert y,

Vo =y, Ty (S-y) (D

Kontinuierliches logistisches Wachstum mit An-
fangswert y(¢)) = y,

V(O = ky(0) (S = () 2

Hierbei bezeichnet S die Obergrenze oder den Satti-
gungswert der Population, £ ist ein Wachstumsfaktor
und y, ist der Wert der Population zum Zeitpunkt .
In der Regel ist y, < S.

Wihrend im diskreten Fall die Differenzengleichung
(1) gar nicht in eine explizite Formel fiir y tberfihrt
werden kann (und Anlass fiir interessante Chaos-Stu-
dien gibt), hat die logistische Differenzialgleichung
(2) die explizite Losung

VS
YD =3 TS y) exp(— kSD)° )

Die Funktion y(f) hat den typischen sigmoiden Ver-
lauf. Anfangs wichst die Kurve sehr schnell (,,fast*

exponentiell), dann nimmt die Wachstumsrate immer
mehr ab, bis sich die Funktion dem Grenzwert S an-
nahert.

Die unbekannten Parameter y,, k£ und S miissen zur
ndheren Spezifizierung des Modells in konkreten
Anwendungen geschitzt werden. Zwar liegt zum
Zeitpunkt 7, ein Messwert, ndmlich y,, vor. Jedoch
auller im unrealistischen Fall eines perfekt passenden
Modells (fiir das ja im Allgemeinen schon drei Mess-
werte zur Bestimmung der drei Parameter ausreichen
wiirden) sind alle Messungen, y, eingeschlossen, mit
Fehlern bzw. Abweichungen vom Modell behaftet.
Modell und Daten sind nun mal nicht identisch. Da-
her muss auch der vom Modell vorhergesagte An-
fangswert geschitzt werden. Auf eine notationelle
Unterscheidung etwa in Form von y, und p, soll aber,
bei Anerkennung der damit verbundenen Gefahr der
Einfiihrung eines mdglichen Missversténdnisses, zu-
gunsten der einfacheren Darstellung verzichtet wer-
den.

Neuere Schulbiicher und Unterrichtsmaterialien zur
Analysis greifen den Themenbereich logistisches
Wachstum auf, weil sich hier interessante Beispiele
fiir einen datenorientierten Unterricht ergeben, der
Inhalte aus Analysis und Stochastik verbindet, z. B.
bei der Modellierung von Hefewachstum (Kohorst
& Portscheller 1999), Wachstum einer Sonnenblu-
me (Hull & Langkamp 2001), der Entwicklung der
PKW-Dichte in Deutschland, des Schienennetzes der
Bahn oder der Nutzung und Verbreitung moderner
Technologien wie z. B. Mobiltelefone oder Internet-
rechner. Abbildung 1 zeigt eine Aufgabenstellung zur
Entwicklung der Bevolkerungszahlen in den USA
zwischen 1790 und 1990 aus dem Schulbuch zum
Leistungskurs in Analysis von Lambacher-Schwei-
zer (2000).

Die inhaltliche Begriindung fiir ein logistisches
Wachstumsmodell mag sich von Kontext zu Kontext
unterscheiden. In manchen Féllen wie z. B. der Ver-
breitung von Mobiltelefonen bezieht man sich auf
die Annahme, dass die Ausbreitungsrate y'(¢) sowohl

13 Die Fig. 2 zeigt die Bevislkerungsentwicklung der USA in den letzten 200 Jahren,

a) Wiihlen Sie vier Wertepaare aus und filhren Sie mit der angenommenen Sittigungsgrenze
8 =350 (in Mio.) cine Funktionsanpassung durch, wenn logistisches Wachstum vorliegt.
Welche Bevilkerungszahl erwarten Sie demzufolge im Jahr 20107 Vergleichen Sie mit Schiit-

b): Benutzen Sie ein Tabellenkalkulations- bzw. CAS-Programm fiir die folgenden Uberlegun-
gen. Nehmen Sie eine Funktionsanpassung mit allen Wertepaaren vor, wenn logistisches
Wachstum vorausgesetzt wird. Verlindern Sie die Stttigungsgrenze S und beurteilen Sie das je-

Jakr Beviilkerung

fin Mio. )
T 393
JEI 24
1830 1287
::i;g ﬂ- ;ﬂ zungen des U. 8. Census Bureau (http://www.census.gov).
1590 62,95
] 92,41
1930 123,08
1950 152,27 gt k
1970 205,05 weilige Ergebnis Ihrer Funktionsanpassung.
T900 249,44

Fig. 2

¢) Suchen Sie weitere neue Fragestellungen und versuchen Sie diese zu beantworten.

Abb. 1: Schulbuchaufgabe aus Lambacher-Schweizer, LK Analysis
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proportional zum jetzigen Bestand y(¢) wie auch zur
noch frei verfiigbaren Kapazitit (d. h. der Anzahl der
Leute, die noch kein Telefon besitzen) S — y sei. Ahn-
liche Uberlegungen dienen auch als erste Annéherung
bei der Modellierung des Ausbreitens von Krankhei-
ten oder der Verbreitung eines Geriichtes. In anderen
Situationen wie z. B. bei der Entwicklung der Bevdl-
kerungszahlen eines Landes oder der Entwicklung
einer speziellen Tierpopulation {iber einen gewissen
Zeitraum ist eine theoriegeleitete Begriindung fiir ein
logistisches Modell, wenn auch nicht unmdoglich, so
doch um einiges schwieriger zu erbringen. Eine Vi-
sualisierung der Daten im Streudiagramm, die man
wohl in jedem Fall vornehmen sollte, mag dann tat-
sdchlich die ersten Hinweise auf ein passendes funk-
tionales Modell geben.

3 Parameterschatzen im
logistischen Wachstumsmodell

Wir gehen im Folgenden von Daten (¢, y,), ..., (¢, )
aus, an die wir ein logistisches Modell anpassen wol-
len. Dazu miussen drei Parameter, nédmlich S, y, und
k, geschitzt werden. Mit geeigneter Software konnte
man vielleicht erwidgen, drei Schieberegler einzufiih-
ren und solange die Werte zu verdndern, bis eine nach
Augenmal} zufrieden stellende Anpassung gefunden
ist. Als erste heuristische Anndherung mag dieses
Vorgehen auch geniigen, die gleichzeitige Variation
von drei Stellgrolen kann aber auch schnell in die
Irre fiihren. Sieht man vom graduellen Anpassen von
Schiebereglern ab, so sind beim Anpassen von nicht-
linearen Modellen an Daten prinzipiell zwei Vorge-
hensweisen denkbar:

1. Linearisierung: Eine Methode zur Parameter-
schitzung, die zumindest in einigen (aber bei
weitem nicht in allen) nichtlinearen Modellen
funktioniert, besteht darin, die Daten geeignet zu
transformieren, so dass die transformierten Da-
ten eine lineare Struktur besitzen. Dann kann in
die transformierten Daten eine Gerade, z. B. per
kleinster-Quadrate-Methode, eingepasst werden.
Per Riicktransformation erhilt man dann ein Mo-
dell fiir die urspriinglichen Daten.

2. Nichtlineare Regression: Alternativ kann man
versuchen, direkt ein kleinste-Quadrate-Kriterium
Zu minimieren.

3.1 Linearisierung

Im Prinzip ist man beim logistischen Modell in der
gliicklichen Lage, dass eine Linearisierung moglich
ist. Aus Gleichung (3) folgt ndmlich

S-¥,
SY,

11
yo S

In|

)=1n

) — kSt (4)

woraus geschlossen werden kann, dass — falls das lo-
gistische Modell gilt und S angemessen spezifiziert
wurde — das Streudiagramm der transformierten Da-
ten (Z, y*) mit

yr=tofy 5)

eine lineare Struktur hat. Mit Hilfe einer Geradenan-
passung im Streudiagramm (¢, y,*), ..., (£, »,*)

yE=mt+b

lassen sich die fehlenden Parameter y, und & aus dem
Achsenabschnitt und der Steigung der eingepassten
(kleinsten-Quadrate-) Gerade schitzen. Per Riick-
transformation folgt fiir die Parameter k£ und y, im
urspriinglichen nichtlinearen Modell

A S — E—
S VT T+ Sexp(b)

Die dargestellte Vorgehensweise hat aber leider noch
einen entscheidenden Mangel: Wir haben so getan,
als wiirden wir die Obergrenze S kennen. Abgese-
hen von Beispielen wie etwa der einen See zuneh-
mend bedeckenden Algenpest ist dies nur in ganz
wenigen Anwendungen der Fall. Oft ist gerade die
Bestimmung der Obergrenze S die inhaltlich am
meisten interessierende Frage (,,Wie viele Personen
werden von einer Epidemie betroffen?). Im Schul-
buch Lambacher-Schweizer (2000) wird S einfach
vorgegeben (sieche Abbildung 1). Damit ist die am
meisten interessierende Frage ohne jegliche Begriin-
dung beantwortet. Mit Hilfe dynamisch-interaktiver
Software wie FATHOM ldsst sich auch mit schul-
tauglichen Mitteln die Obergrenze S aus den Daten
schitzen. Wir illustrieren die Vorgehensweise anhand
des Beispiels der Entwicklung der US-Bevdlkerung
zwischen 1790 und 1990, die mit Hilfe eines logis-
tischen Modells ausgezeichnet beschrieben werden
kann. Die Daten sind in Abbildung 2 in einem Streu-
diagramm wiedergegeben. Eine genauere Betrach-
tung zeigt einen starken Anstieg zwischen 1820 und
1900 und nachlassende Wachstumsintensitét im 20.
Jahrhundert. Dies weist auf eine logistische Funktion
als geeignetes Modell hin. Allerdings fillt die weit-
gehende Stagnation zur Zeit des 2. Weltkrieges auf.
Diese Uberlegungen zeigen auch, dass die Entwick-
lung von menschlichen Bevolkerungen keinen festen
Naturgesetzen folgt, sondern von Menschen verur-
sachte Vorginge sind.
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Abb. 2: Bevilkerungsentwicklung der USA (in Milli-
onen) zwischen 1790 und 1990

Bei der folgenden Modellierung kommen wir ohne
Vorgabe der Obergrenze S aus. Wir definieren einen
Schieberegler mit Namen S und fiihren — basierend
auf diesem S — die Transformation (3) durch. Die
transformierten Daten (¢, y,*), ..., (¢, y,*) stellen wir
in einem Streudiagramm dar, zeichnen die kleins-
te-Quadrate-Gerade ein und berechnen die Summe
der Abweichungsquadrate (siche Abbildung 3). Die-
se Aktionen sind in FATHOM per einfachem Klick
im Kontextmenu schnell verfiigbar (siche Biehler
et al. 2006). Jetzt verdndern wir den Wert von S im
Schieberegler graduell, bis wir eine kleinst-mogliche
Summe der Abweichungsquadrate erzielt haben. Da
hier nur eine einzige StellgroBe verdndert wird, fiihrt
dieser Schritt zu einem zuverldssigen und robusten
Ergebnis.

Mit diesem Wert von S werden die Daten so gut es
nur irgend geht (im Sinne des k-Q-Kriteriums) in ei-
ner lineare Struktur liberfiihrt. Den so erzielten Wert
fiir S nehmen wir als Schétzwert der Populations-
obergrenze. Der Rest (Schitzung von & und y,) er-
folgt dann wie oben beschrieben.

Auf die vorliegenden Daten zur Entwicklung der
US-Bevolkerung zwischen 1790 und 1990 ange-
wandt ergibt sich das in Abbildung 3 (linke Darstel-
lung) dargestellte Bild. Bei einem Wert von S=317
[Millionen] ist die Summe der Abweichungsquadra-
te (anndhernd) minimal (Summe der Abweichungs-
quadrate 0,2094). Aus der in das Streudiagramm der
transformierten Daten eingepassten Geraden mit der
Gleichung

Y =—0,0272 ¢+ 47,2

und S = 317 als Sittigungsgrenze lassen sich jetzt
mittels Vergleich mit der Gleichung (4) Schitzwerte
fur £ und y, herleiten.

- —0,02719

k= S

=0,00006845,

_ S
Yo =T+ Sexp(—0,0272 - 1790 + 47,2)

=4,367

Jetzt kann die eingepasste logistische Funktion in das
urspriingliche Streudiagramm eingezeichnet werden.
Zur Modellvalidierung erstellen wir ein Residuendia-
gramm (Abbildung 3, rechte Darstellung). Die Sum-
me der Abweichungsquadrate betrdgt hier 695,5.

Wir stellen dabei fest, dass es wihrend der Zeit des
2. Weltkrieges noch zu beachtlichen Abweichun-
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Abb. 3: Linearisierte Daten zur Bevolkerung der USA zwischen 1790 und 1990, wobei die Obergrenze S die

Summe der quadrierten Abstinde minimiert.
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gen vom logistischen Modell kommt, die aber wohl
durch die Besonderheit dieser Jahre auch erkldrbar
sind. Wenn man sich vor Augen fiihrt, durch welche
menschen-gemachten Verursachungen es zu Bevol-
kerungszuwiéchsen in einem traditionellen Einwan-
dererland wie den USA kommt (Hungersnéte in
Europa, politische und religiése Verfolgung, Krieg),
so ist es erstaunlich, dass sich die Bevolkerungsent-
wicklung iiberhaupt mit Hilfe eines mathematischen
Modells wie der logistischen Wachstumsfunktion be-
schreiben ldsst.

Die durchgefiihrten Aktionen lassen sich {ibrigens
auch ohne ein Programm wie FATHOM ausfiihren.
Die Sattigungsgrenze S wurde bestimmt als per Au-
genmaf} bestimmtes Minimum der Funktion

PS=.., [ln(y% - %) ~ (mt,+ b>]2’

wobei m und b selbst wieder auf komplizierte Art von
S abhédngen. Wir verzichten auf die rechentechnisch
sehr aufwindigen Details, weisen aber darauf hin,
dass man auch mit Hilfe mathematischer Algorith-
men das Minimum der Funktion ¢ suchen kann. Hier
zeigen sich liberzeugend die Annehmlichkeiten einer
dynamisch interaktiven und benutzerfreundlichen
Software wie FATHOM.

3.2 Nichtlineare Regression

Als Alternative zum Transformationsansatz kann
man auch darauf abzielen, direkt ein kleinstes-Qua-
drate-Kriterium zu minimieren. Gesucht sind dabei
Werte fiir S, k und y,, so dass

S r
YTy, (S—y,) exp(— kS)

minimal wird. Die Losung dieses multivariaten nicht-
linearen Minimierungsproblems ist recht anspruchs-
voll und verlangt aufwéndige numerische Verfah-
ren wie z. B. den GauB3-Newton-Algorithmus, einer
mehrdimensionalen Verallgemeinerung des Newton-
Verfahrens zur iterativen Berechnung von Nullstellen
univariater reeller Funktionen. Wie auch das einfa-
chere univariate Newton-Verfahren ist beim multiva-
riaten Gaul3-Newton-Verfahren die Konvergenz der
Iterationsfolge keineswegs gesichert und héngt stark
von der Wahl geeigneter Anfangsschétzer fiir die Pa-
rameter ab.

fopS.H=2 .,

Derartige Minimierungsaufgaben verlangen nach
leistungsfahiger Software. Das Programmsystem R
zur statistischen Datenanalyse und zur graphischen
Darstellung von Daten ist nicht nur als Open Source
Software unter http.//www.r-project.org frei verfiig-

bar, sondern auch sehr flexibel und leistungsstark.
Die Routine nls erlaubt die flexible Definition von
Funktionenklassen, die an vorgegebene Datensitze
angepasst werden, indem per Gaul3-Newton Verfah-
ren die Parameter geschitzt werden. Ein Befehl wie

nls(Pop~y0*S/(y0+(S-y0)*exp(-k*S*Jahr)),
start=list(y0=5,5=330,k=0.000006))

fitlhrt im vorliegenden Fall logistischen Wachstums
den iterativen GauB-Newton-Algorithmus aus. Die
Daten stecken in den Variablen Pop bzw. Jahr.

Hier erhalten wir mit den Startwerten 5, 330, 0,00006
die Parameterschitzungen

Y,=6,957, §=3859 und £k=0,0000587.

Ein Programmaufruf mit anderen, auch stark abwei-
chenden Anfangswerten, fithrt zum gleichen Ergeb-
nis. Die Summe der Abstandsquadrate betrdgt hier
nur 341,1. Abbildung 4 zeigt die eingepasste logis-
tische Funktion mitsamt Residuendiagramm. Man
erkennt die leicht verbesserte Modellanpassung, ob-
gleich systematische Abweichungen zwischen Daten
und Modell in der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts
auch hier unverkennbar sind.

Fiir das Jahr 2010 sagt dieses Modell eine Bevolke-
rungsgrofle von 281 Millionen voraus. Die tatsdchli-
che GroBe der Bevolkerung im November 2009 liegt
jedoch bei 307 Millionen Einwohnern (siche www.
census.gov/population/www). Gerade seit 1990 hat
die Bevolkerung starker zugenommen als vom logis-
tischen Modell vorhergesagt.
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Abb. 4: US-Bevélkerungsdaten und per nicht-linea-
rer Regression eingepasste logistische Funktion

4 Zusammenfassung

Es ist nicht iiberraschend, dass die beiden hier be-
trachteten Methoden — der Ansatz iiber Linecarisie-
rung der Daten wie auch die direkte Minimierung
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eines kleinste-Quadrate-Kriteriums — zu sehr dhnli-
chen Resultaten fiihren. Gleichzeitig gelingt es im
vorliegenden Beispiel der nichtlinearen Regression,
die Summe der quadrierten Abweichungen um mehr
als 50 % gegeniiber dem Transformationsansatz zu
reduzieren. Die resultierenden Kurven sind also nicht
identisch.

Viele nichtlineare Modelle konnen durch geeignete
Transformationen linearisiert werden. Nach Gera-
denanpassung und nachfolgender Riicktransformati-
on lésst sich dann ein Modell fiir die Ursprungsdaten
finden. Allerdings ist man oft auch nicht in der gliick-
lichen Lage, eine passende Transformation verfiigbar
zu haben. Entweder ist eine passende Transformation
selbst noch von unbekannten Parametern abhingig.
Im vorliegenden Fall logistischen Wachstums haben
wir einen Weg aufgezeigt, wie man sich hier mit Un-
terstlitzung von Technologie helfen kann. In komple-
xeren Situationen — etwa wenn geeignete Transfor-
mationen nicht nur von einem, sondern von mehreren
Parametern abhédngen — wird dieser Weg nicht mehr
zu beschreiten sein. In manchen Situationen ist eine
Linearisierung auch aus strukturellen Griinden gar
nicht mdglich, weil die Daten nicht monoton auf eine
lineare Skala abgebildet werden konnen. Beispiele
hierfiir sind Wellenbewegungen, Sonnenaufgangs-
zeiten und Daten, die stark von der Tageszeit oder
Jahreszeit abhidngen. Periodische Strukturen kdnnen
nicht streng monoton in eine lineare Struktur abgebil-
det werden. Anstatt des Transformations-Riicktrans-
formations-Ansatzes kann man dann versuchen, ein
AuBenkriterium wie die Summe der quadratischen
Abstinde zwischen Modell und Daten direkt zu mi-
nimieren. Verfahren der nichtlinearen Regression
verlangen in der Regel den Einsatz anspruchsvoller
softwaregestiitzter numerischer Verfahren. Bei Pro-
blemstellungen mit wenigen Parametern mag man
geneigt sein, optimale Parameter auch per Schie-
beregler durch Ausprobieren anzundhern, wobei
Software zur Illustration eingesetzt werden kann.
Jedoch sollte man beachten: Die Durchfiihrbarkeit
eines Vorgehens ist ein Aspekt, die Angemessenheit
eine andere Sache. Wenn wir stochastisch-funktio-
nale Zusammenhédnge modellieren, modellieren wir
immer gleichzeitig Signal und Rauschen, Struktur
und zufillige Abweichung. Durch Linearisierung der
Daten verdndern wir nicht nur die Struktur (d. h. die

funktionale Abhéngigkeit wird linear), sondern auch
die Abweichungen zwischen Modell und Struktur.
Dabher ist es nicht verwunderlich, dass wir in Situati-
onen, in denen beide Methoden anwendbar sind, un-
terschiedliche Resultate erhalten, je nachdem ob eine
Funktionsanpassung per Transformationsansatz oder
per nichtlinearer Regression erfolgt.

Weitere interessante Beispiele von realen Datensit-
zen mit logistischer Struktur, an denen die hier be-
sprochenen Methoden eingesetzt und erprobt werden
konnen, finden sich bei Engel (2009) und auf der
Homepage des Quantitative Environmental Learning
Projects von Hull und Langkamp (2001).
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